Cơ sở số học
                     CHƯƠNG II: SỐ NGUYÊN


(BÀI 3. QUAN HỆ THỨ TỰ TRONG 
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I.
KHÁI NIỆM

Trong mục này ta sẽ định nghĩa một quan hệ thứ tự trên tập các số nguyên 
[image: image2.wmf]¢

. Đương nhiên, ta muốn rằng quan hệ thứ tự trên 
[image: image3.wmf]¢

 phải bảo toàn quan hệ thứ tự trên 
[image: image4.wmf]¥

, nghĩa là với bất kì cặp số tự nhiên x,y, việc so sánh x và y với tư cách là hai số nguyên cũng phải cho cùng một kết quả như khi so sánh chúng với tư cách là hai số tự nhiên.

Ta đã biết, theo quan hệ thứ tự 
[image: image5.wmf]£

 đã xác định trên 
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, với 
[image: image7.wmf]x,y,yxxy.
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 Điều đó là cơ sở cho định nghĩa quan hệ thứ tự sau đây trên 
[image: image8.wmf]¢

.
1.
Định nghĩa

Cho 
[image: image9.wmf]x,y
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, ta nói x nhỏ hơn hoặc bằng y và viết là 
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 nếu 
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Khi có 
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, ta cũng nói y lớn hơn hoặc bằng x và viết là 
[image: image13.wmf]yx.
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Khi có 
[image: image14.wmf]xy
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 và 
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 ta nói x nhỏ hơn y và viết x < y.

2.
Định lí

Quan hệ 
[image: image16.wmf]£

 xác định như trên là một quan hệ thứ tự toàn phần trong 
[image: image17.wmf]¢

.


Chứng minh


Trước hết, ta kiểm tra rằng quan hệ 
[image: image18.wmf]£

 có ba tính chất đặc trưng của một quan hệ thứ tự.


a)
Tính chất phản xạ: vì 
[image: image19.wmf]xx0
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 nên theo định nghĩa 
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 với mọi số nguyên x.


b)
Tính chất phản đối xứng:


Giả sử 
[image: image21.wmf]x,y
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 mà đồng thời có 
[image: image22.wmf]xy
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và 
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£



Khi đó theo định nghĩa ta có: 
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 và 
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Mặt khác, dễ thấy y – x và x – y là hai số đối nhau:

(y – x) + (x – y) = 0.


Nhưng ta biết hai số tự nhiên có tổng bằng 0 khi và chỉ khi cả hai đều bằng 0, vậy:
y – x = x – y = 0

hay x = y.


c)
Tính chất bắc cầu:


Giả sử 
[image: image26.wmf]x,y,z:xy,yz.
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 Khi đó theo định nghĩa 
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 Mặt khác, ta có:
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và vì tổng của hai số tự nhiên lại là một số tự nhiên, nên ta có 
[image: image30.wmf]zx
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 hay 
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 Điều phải chứng minh.


Bây giờ ta chứng minh 
[image: image32.wmf]£

 là một quan hệ thứ tự toàn phần trong 
[image: image33.wmf]¢

, nghĩa là với mọi 
[image: image34.wmf]x,y
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 luôn có hoặc 
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, hoặc 
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Thật vậy, vì y – x và x – y là hai số nguyên đối nhau nên có hai khả năng:

· Hoặc 
[image: image37.wmf]yx
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 khi đó theo định nghĩa, ta có 
[image: image38.wmf]xy.
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· Hoặc 
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 thì 
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 và do đó theo định nghĩa 
[image: image41.wmf]yx.
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Điều phải chứng minh.

3.
Số dương, số âm

Trong bài 2, ta đã đưa ra khái niệm số dương, số âm.


a)
Các số tự nhiên khác 0: 1, 2, 3,... gọi là các số nguyên dương. Hiển nhiên, nếu x nguyên dương thì 
[image: image42.wmf]x0
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, vậy x > 0. Ngược lại, nếu x > 0 thì 
[image: image43.wmf]x0
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và 
[image: image44.wmf]x0
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, nghĩa là x là một số tự nhiên khác 0, do đó x là số nguyên dương.

Vậy số nguyên dương là và  chỉ là các số nguyên lớn hơn 0.


b)
Các số -1, -2, -3,... gọi là các số nguyên âm, nghĩa là số nguyên âm là một số nguyên khác 0 và khác các số nguyên dương.

Từ kết luận trên về các số nguyên dương ta suy ra khẳng định sau: số nguyên âm là và chỉ là số nguyên nhỏ hơn 0.

II.
TÍNH CHẤT
1.
Tính chất tương thích giữa thứ tự và phép cộng


Giả sử 
[image: image45.wmf]x,y,z
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, nếu 
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thì 
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Thật vậy, ta luôn có:
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Từ 
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 suy ra 
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, đó đó 
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Hệ quả 1. 
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 suy ra 
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Thật vậy, từ 
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Nghĩa là trong một bất đẳng thức ta có thể chuyển một số hạng từ vế này sang vế kia với điều kiện phải đổi dấu số hạng đó.

2.
Tính chất giữa thứ tự và phép nhân

Giả sử 
[image: image56.wmf]x,y
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, nếu 
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và 
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thì 
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Thật vậy, nếu 
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 thì 
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 khi đó tích x.y cũng là một số tự nhiên và 
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 Vậy 
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Hệ quả 2. Nếu 
[image: image64.wmf]xy
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 và z > 0 thì 
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Thật vậy, 
[image: image66.wmf]xyyx0
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 và do đó 
[image: image67.wmf](
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 Điều phải chứng minh.

Nghĩa là nhân hai vế của một bất đẳng thức với một số dương thì bất đẳng thức không đổi chiều.


Hệ quả 3. Nếu 
[image: image68.wmf]xy
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 và z < 0 thì 
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Thật vậy, 
[image: image70.wmf]z0z0
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, do đó 
[image: image71.wmf](
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 Điều phải chứng minh.

Nghĩa là nhân hai vế của một bất đẳng thức với một số âm thì bất bất thức đổi chiều.

III.
SỐ LIỀN SAU
1.
Định lí

Với mọi số nguyên x, không tồn tại số nguyên nào nằm giữa x và x + 1, nghĩa là không tồn tại số nguyên y nào sao cho:

x < y < x + 1.


Chứng minh


Giả sử ngược lại, có số nguyên y sao cho x < y < x +1.

Khi đó 
[image: image72.wmf]yx
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 và
0 < y – x < 1.


Vậy tồn tại số tự nhiên y – x nằm giữa 0 và 1. Mâu thuẫn!
2.
Định nghĩa

Số nguyên x + 1 gọi là số liền sau của số nguyên x.


Vậy mọi số nguyên x đều có một số liền sau duy nhất, hơn nữa giữa số nguyên x và số liền sau nó không tồn tại một số nguyên nào.


Ta nói tập hợp các số nguyên sắp thứ tự rời rạc.

IV.
BỘ PHẬN BỊ CHẶN
1.
Định nghĩa

Giả sử 
[image: image73.wmf]M.
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 Ta có các định nghĩa sau:

a)
M được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại 
[image: image74.wmf]m
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 sao cho 
[image: image75.wmf]xm
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 với mọi 
[image: image76.wmf]xM.
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b)
M được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại 
[image: image77.wmf]m'
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 sao cho 
[image: image78.wmf]m'x
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 với mọi 
[image: image79.wmf]xM.
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c)
M được gọi là bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới.

2.
Định lí

a)
Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn trên đều có số lớn nhất.


b)
Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn dưới đều có số nhỏ nhất.


Chứng minh


a)
Giả sử 
[image: image80.wmf]M,M
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và bị chặn trên. Ta cần chứng minh M có số lớn nhất. Xét hai trường hợp:
· 
[image: image81.wmf]M.
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 Khi đó tập hợp

[image: image82.wmf]M'MM
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là một bộ phân khác rỗng, bị chặn trên của 
[image: image83.wmf]¥

 do đó có số lớn nhất. Vì M’ là một bộ phận tất cả các số tự nhiên của M nên phần còn lại của M chỉ gồm các số nguyên âm, do đó số lớn nhất của M’ cũng là số lớn nhất của M.
· 
[image: image84.wmf]M,
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 nghĩa là M chỉ gồm các số nguyên âm. Xét tập hợp
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M’ là một bộ phận khác rỗng của 
[image: image86.wmf]¥

 nên có số nhỏ nhất. Giả sử |m| là số nhỏ nhất của M’ thì ta có:


[image: image87.wmf]mM'
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 và 
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hay theo định nghĩa của M’:
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 và 
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Vì mọi số thuộc M đều là nguyên âm, nên 
[image: image91.wmf]mm,xx.
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 Từ 
[image: image92.wmf]mx
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 suy ra 
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 hay 
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 Vậy m là số lớn nhất của M.


b)
Giả sử 
[image: image95.wmf]M,M
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 và M bị chặn dưới bởi số nguyên a (nghĩa là 
[image: image96.wmf]xM:ax
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Đặt 
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Khi đó –M là bộ phận khác rỗng của 
[image: image98.wmf]¢

 và bị chặn trên bởi –a (vì từ 
[image: image99.wmf]ax
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 suy ra 
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Theo câu a) –M có số lớn nhất, giả sử đó là 
[image: image101.wmf](
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hay 
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Từ 
[image: image106.wmf]xm
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 suy ra 
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Vậy M có số nhỏ nhất là m.
BÀI TẬP

Bài 7. Trong 
[image: image108.wmf]¢

 ta xác định quan hệ ( như sau:

( x, y ( 
[image: image109.wmf]¢

: x ( y ( x – y ( 
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.

a)
Quan hệ ( có phải là một quan hệ thứ tự trong 
[image: image111.wmf]¢

 không?

b)
Kiểm tra xem các tính chất sau còn đúng không?


[image: image112.wmf] x,y,z,xyxzyz.
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c)
Nếu x, y là hai số tự nhiên thì quan hệ x ( y có phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image113.wmf]¥

 không?
Giải

a)
Ta chứng minh quan hệ: 
[image: image114.wmf]xyxy
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 là một quan hệ thứ tự trên 
[image: image115.wmf]¢
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b)
Kiểm tra các tính chất.
· Giả sử 
[image: image116.wmf]xy.
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 Theo câu a) ta có 
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Bởi vậy với mọi số nguyên z ta có:


[image: image118.wmf](
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Do đó 
[image: image119.wmf](
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· Giả sử 
[image: image120.wmf]0x,0y,
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 với 
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Khi đó không thể xảy ra 
[image: image122.wmf]0xy.
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Thật vậy, từ giả thiết ta có:
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Vì tích của hai số tự nhiên là một số tự nhiên nên
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Mặt khác

[image: image125.wmf](
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nên 
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Do đó nếu 
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Từ (1) và (2) suy ra xy = 0. Điều này là không đúng nếu ta lấy 
[image: image129.wmf]x0
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và 
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c)
Nếu x, y là hai số tự nhiên thì quan hệ 
[image: image131.wmf]xy
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 được định nghĩa như trên không phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image132.wmf].
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Thật vậy, theo định nghĩa trên: 
[image: image133.wmf]xyxy.
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Mặt khác theo quan hệ 
[image: image134.wmf]£

 trong 
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Ta có x – y và y – x là hai số tự nhiên có
(x – y) + (y – x) = 0



Do đó x – y = y – x = 0 hay x = y.



Vậy nếu 
[image: image137.wmf]xy
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 thì quan hệ 
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 không còn phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image139.wmf].
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Bài 8.
Dựa vào qui tắc các số nguyên, hãy giải thích, trong những trường hợp nào của hai số nguyên a và b ta có kết quả của phép cộng a + b như sau:

a)
a + b = -(|a| + |b|);

b)
a + b = |a| - |b|;

c)
a + b = -(|a| - |b|).
Giải

a)
Ta có:

[image: image140.wmf](
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Dễ thấy 
[image: image141.wmf]xx
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 với mọi số nguyên x. Do đó ta đang có tổng của hai số tự nhiên bằng 0. Điều này chỉ xảy ra khi và chỉ khi cả hai số hạng đều bằng 0


[image: image142.wmf]aabb0.
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Theo định nghĩa của giá trị tuyệt đối điều này xảy ra khi và chỉ khi a, b là những số nguyên âm.


b)

[image: image143.wmf]ababbbaa
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Theo định nghĩa của giá trị tuyệt đối ta có





[image: image144.wmf]bb0
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nếu b nguyên âm






[image: image145.wmf]bb2b
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nếu 
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[image: image147.wmf]aa0
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nếu 
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[image: image149.wmf]aa2a
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nếu a nguyên âm.


Từ đó ta thấy đẳng thức (*) xảy ra trong các trường hợp sau:

· 
[image: image150.wmf]a
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 và b nguyên âm.

· 
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 và a = - b.

c)

[image: image152.wmf](
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Áp dụng kết quả câu b) ta có:

· 
[image: image153.wmf]b
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 và a nguyên âm.

· 
[image: image154.wmf]a
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 và b = - a.
Bài 9.
Giả sử x và y là hai số nguyên âm, chứng minh rằng x < y khi và chỉ khi |y| < |x|.
Giải

Giả sử x, y là hai số nguyên âm. Trước hết ta có:
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Do 
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Bài 10. Chứng minh điều khẳng định sau: với mọi x, y ( 
[image: image159.wmf]¢

, x > 0; tồn tại n ( 
[image: image160.wmf]¥

  sao cho y < nx.
Giải

Để chứng minh mệnh đề ta xét hai trường hợp:

1)
Trường hợp 
[image: image161.wmf]y0.
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 Khi đó do x > 0 nên chọn n = 1 ta được

[image: image162.wmf]1.xx0y.
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2)
Trường hợp y > 0.



Xét tập hợp:
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- Nếu  
[image: image164.wmf]xY
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thì y < x = 1.x, nên chỉ việc lấy n = 1.



- Nếu 
[image: image165.wmf]xY

Î

 ta xét tập hợp
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Ta nhận thấy tập 
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 vì có x = 1.x đồng thời thuộc cả hai tập X và Y. Mặt khác 
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 bị chặn trên bởi y nên có phần tử lớn nhất, chẳng hạn đó là phần tử mx. Khi đó
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nên 
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 mà 
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 nên mx không phải là số lớn nhất của 
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), bởi vậy (m + 1)x > y. Nếu đặt n = m + 1 ta được nx > y.
Bài tập nghiên cứu

Hãy tìm hiểu cách xây dựng tập số nguyên trong SGK Toán lớp 6. Viết một tiểu luận phân tích và bình luận cách xây dựng đó, chú ý tới tính khoa học và sư phạm.
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